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1 Reelle Zahlen R

Die Definition der Menge der reellen Zahlen R basiert auf folgenden Axio-
men:

o Korperaxiome
e Anordnungsaxiome

e Vollstéandigkeitsaxiom

Diese Axiome werden als unabhéngig, widerspruchsfrei und vollstandig
angenommen.

1.1 Axiome der Addition
AlVa,beR= (a+b) eR
A2a+b=0b+a

A3 (a+b)+c=a+(b+¢)
AdVa,beR:dxeR:a+x=>

1.1.1 Folgerungen
l.a=b=a+c=b+c
2.at+tc=b+c=a=b

3.0 eR:a+0=04+a=a



1.2 Axiome der Multiplikation
Ml Va,beR:(a-b) €R
M2a-b=b-a

M3 (a-b)-c=a-(b-c)

M4 Va,beR,a 403z :a-2=0>

M5 (a+b)-c=a-c+b-c

1.2.1 Folgerungen
l.VeceR:a=b=a-c=b-c
2.a-c=b-c,c#0=a=0b
3.a-0=0-a=0
4. AN1:VaeR:a-1=1-a=a,1#0

5. VaER,a#OEIx:ézx

1.3 Anordnungsaxiome

O1 < ist eine Relation auf R x R d.h. Va,b € R ist die Relation a < b
entweder wahr oder falsch. Fiir a,b € R gilt genau eine der folgenden
Relationen:

O2a<bAb<c=a<ec
O3a<b=at+c<b+c

O40<c:a<b=a-c<b-c

1.3.1 Folgerungen und Definitionen

l.a<b=a<b®a=0b (P logisches XOR)

2.a>beb<a
a > 0 positiv, a > 0 nicht negativ
a < 0 negativ, a < 0 nicht positiv



Betrag |-|:R— R, U{0}

a wenn a > 0
a€R—|a| =
—a wenn a <0

l.VaeR:|a| >0 |a|=0=a=0

2. Dreiecksungleichung ||b| — |a|| < |a + b| < |a| + |b]

Definition M heifit induktive Menge, falls gilt:

leMA(zeM=z+1eM)

Definition Der Durchschnitt aller indutiven Mengen definiert die natiirli-
chen Zahlen N

e Natiirliche Zahlen N: A1-A3, M1-M3, M5, 01-O4
e Ganze Zahlen Z: N + A4
e Rationale Zahlen Q: Z + M4

e Reelle Zahlen R: Q + irrationale Zahlen

Definition Sei M C R eine nichtleere Teilmenge.

e a € R heifit untere Schranke von M, falls Ve € M :a <z
e b € R heifit obere Schranke von M, falls Ve € M : x <b

e M heifit nach unten bzw. nach oben beschrinkt, falls eine untere bzw.
obere Schranke existiert.

Die grofite untere Schranke a von M heifit Infimum, a = inf M

Die kleinste obere Schranke b von M heifit Supremem, b = sup M

Lemma Sei M eine nach unten beschriankte Menge. Dann gilt

a=infM < a<zVreM
Ve>0dye M :y<a+e



Definition

e ¢ € R heif3t Minimum von M, falls a < zVx € M und a € M

e b € R heiffit Maximum von M, falls xt < bVz € M und b € M

1.4 Vollstandigkeitsaxiom

V1 Jede nach unten beschriankte nichtleere Menge M C R besitzt ein Infi-
mum in R.

Geometrisches bzw. arithmetsiches Mittel Ausa-b < i(a—l—b)z folgt
fiir a,b > 0:

1
vVa-b < —(a+b)
S—— 2
geometr. Mittel —
arithm. Mittel

Bernoullische Ungleichung Fiir n € Nund x > —1 gilt:
1+z)">14n-x

1.5 Euklidsche Riaume R"”

Die Menge aller n-Tupel von reellen Zahlen

Tl
€2
R" = . =z, 2. €R
0
Definition der Addition
u1 U1 up + v1
(%) () u9 + ()
utuv= + = € R"
Up, Un, Uy, + Up,
0
0
A1-A4 erfiillt, Nullelement 0 = . e R™
0



Definition der Multiplikation mit einem Skalar

uq Q- ug
ug Q- U9
acRueR":a-u=a =
Up Q- Uy

Eigenschaften
L (a+p) u=au+Pu
2. - (u+v)=au+ov

ca-(Bu) = (af) - u=(Ba) u=p(a-u)

4. 1-u=u

w

Damit wird der Euklidsche Raum R™ zu einem Vektorraum iiber R mit
dem Euklidschen Abstand.

Juf = [[ulle =

Positivitat
lul >0,Vu e R", |ul=0<=u=0€eR"

Homogenitit
| = |a] - [u| Vo € R, Vu € R”

Dreiecksungleichung

| = ]| < |u+2| < |u| + [v]

Skalarprodukt

n
-:R”xR”HRwyzzuk-vkz(@,y)zzyT@
k=1



Eigenschaften

1.

Juf? = 3oy ug = Yoy ke = wew fully = (u,0)

Cauchy-Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung

lu-v| < |ul - |v]

2 Folgen und Reihen

Eine Zahlenfolge ist eine Abbildung der natiirlichen Zahlen N(Np) in
die Menge R der reellen Zahlen bzw. C der komplexen Zahlen. D.h.
{az}ren C C heifit Zahlenfolge, falls ar : N — C,k — aj eindeutig
festgelegt ist.

Eine Funktion bzw. Abbildung f ordnet jedem Element x € D einer
Menge D eindeutig ein Element y = f(z) € Y zu. Dabei ist D der
Definitionsbereich, fiir den diese Abbildung erklért ist.

Die Bildmenge Y enthilt alle Bildpunkte y = f(z).

Der Wertebbereich W ist die Menge aller Funktionswerte f(z):

W={yeY:3zeD: flx)=y}CY

fD—-WcCY
x>y = f(z)

Die Abbildung f : D — W heif3t injektiv, falls zu jedem y € W genau
ein Urbild x € D gehort: Vy € W3lz € D : y = f(x)

Die Abbildung f : D — Y heifit surjektiv, falls zu jedem y € Y
wenigstens ein x € D existiert mit f(z) =y: f: D —- W =Y = f(D)

Eine Abbildung welche injektiv und surjektiv ist, heifit bijektiv.



e Eine Zahlenfolge {aj}reny C C heiit konvergent, falls ein a € C exis-
tiert, sodass Ve > 03N, : |ay —a| <€ Vk> N,

a= lim ag
k—o0

e Eine nicht konvergente Zahlenfolge hisfit divergent.

e Eine Zahlenfolge {ay}reny C C konvergiert gegen a = limy_. ap € C
wenn:
Ve >03IN. e N:|a—ax| <e Vk> N,

Folgerung: Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig be-
stimmt.

2.1 Konvergenz in R"

{a*}ren C R™ heiBt konvergente Punktfolge gegen a € R” wenn

Satz Eine Punktfolge a = limg .o ar € R™ konvergiert dann, und nur
dann, wenn die Zahlenfolgen a; = limg_,o af konvergieren fiir alle ¢ =
1,...,n

Satz {ak}keN C R, {bk}keN C Rmit ap < bp Vk € Nund a =
limp . ag, b=limg_ . bx. Dann gilt a < b.

Satz Jede konvergente Zahlenfolge ist beschrankt.
Bemerkung: Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

2.2 Grenzwertregeln
Fiir konvergente Zahlenfolgen {ag}ren C R, {br}ren CR, «,0 € R gilt:
2. limk_,oo(aak + ﬁbk) = alimy_,o ap + Blimy_ o bg

3. limg oo (ay - bx) = (limp oo ag) - (limp_oo b)



4 bp #0,b=limp oo b # 0 limy o0 §& = FRgE
5. limy o0 ¢/a, = Ylimy_o ag
Satz EinschlieSungskriterium

{artren, {bxtren, {cktren ar <cp <bp VEEN

Es gelte limg_ oo ar = ¢ = limg_ o by
Dann ist auch ¢ = limy_, o ¢

Definitionen Sei {a}reny C R gegeben. Diese heifit

e streng monoton wachsend: ax41 > ar, Vk €N
e streng monoton fallend: a1 <ar VkeN
e monoton wachsen: ax+1 > ag

e monoton fallen: ax11 < ag

Satz Eine Folge {aj}reny C R sei monoton fallend/steigend und nach un-
ten/oben beschriankt. Dann ist die Folge {ay}ren konvergent.

Fira <b a,be R. Dann heifit das Intervall
e (a,b) ={zx €R:a <z <b} offen
e [a,b] = {x € R:a <z < b} abgeschlossen

o (a,b] = {x € R:a <z < b} halb offen, halb abgeschlossen

Definition Eine Intervallschachtelung ist eine Familie {J; }ren von Inter-
vallen [ag, bg] = Jj mit

Jk+1 C Jg khm (bk — ak) =0

Satz Zu jeder Intervallschachtelung existiert eine Zahl x € R mit

T € ka r = lim a; = lim by
k—o0 k—o0
keN



Definition (Teilfolge) Sei{aj}ren C Rund sei N C N eine unbeschriink-
te Teilmenge. Dann heifit {a;};en eine Teilfolge von {ay }ren

Satz von Bolzano-Weierstrafl Jede beschrinkte Folge {ax}reny C R
enthilt wenigstens eine konvergente Teilfolge.

Lemmata Folge {ay}reny C R ist konvergent <= alle Teilfolgen {a;};en
konvergent. Eine beschrinkte Folge {ax}reny C R ist konvergent <= alle
konvergenten Teilfolgen haben den gleichen Grenzwert

Definition Ein Element o € R heifit Hiufungspunkt der Folge {ag }ren,
wenn diese eine gegen « konvergente Teilfolge besitzt. D.h.:

a= lim q
leN'—o00

Definition einer Cauch-Folge {a;}reny C R heifit Cauchy-Folge, falls
Ve > 03N, : |ax —ai| < e VEk,I> N,

Satz (Cauchysches Konvergenzkriterium) Die Folge {ay }ren ist kon-
vergent <= Die Folge {aj }ren ist Cauchy-Folge.

2.3 e-Umgebung

Sei {2k }zen C R™ eine Punktfolge. Fiir € > 0 heif}t
U(x)={2z€R": |z — 2| < ¢}

e-Umgebung von z € R™ wobei die e-Umgebung offen ist.

e Punktfolge {zx}rern C R™ konvergent, z = limg_,oo x,, < Ve >
03N, : xp € U(x) VEk> N

e Menge M C R" heifit offen in R™ wenn gilt:

Ve e M3e>0:Uc(x) C M

e 2 € M heifit innerer Punkt von M, wenn gilt,

de>0:U(zx)C M



e Die Menge aller inneren Punkte wird als offener Kern M bezeichnet.
M = la,b] M = (a,b)
Folgerung: M ist offen in R”

o z € R" heifit Haufungspunkt einer Menge M, falls
Ve>0:U(z)N M #0D

e Die Menge M heiBt abgeschlossene Hiille von M.
M = {Menge aller Hiufungspunkte von M}
Offenbar gilt: M ¢ M

e Die Menge M heifit abgeschlossen, falls R™ \ M offen ist.

Satz Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. M ist in R™ abgeschlossen
.M=M

. {xl}leN CM, z=lm_x;€EM

=~ W N

. {z € R : z Haufungspunkt von M \ {z}} C M
Definition M \ M =: §M Rand Falls eine Menge M in R sowohl offen
als auch abgeschlossen ist, dann gilt M = Rn
o M = (a,b
o M = (a,b), M:[C%b]
o M\ M ={a,b} =6M
o« M =M
Definition Sei M eine Menge. M heifit kompakt, falls jede Folge {xy, }neny C

M eine konvergente Teilfolge besitzt mit Grenzwert x = limyg_oxr € M
Folgerung: M C R™ kompakt <= beschrankt und abgeschlossen.

Satz von Heine-Borel M C R™ sei kompakt, dann enthélt jede offene
Uberdeckung von M, M C | J,cy Ak, Ap offen, eine endliche iiberdeckung

m
M C U Akl
=1

10



Banachscher Fixpunktsatz Sei D C R” abgeschlossen und ¢ : D —
D C R"™ in D. Dann hat die Fixpunktgleichung = = ¢(x) genau eine Losung
x € D und fiir xg € D konvergiert die Methode der sukzessiven Approxima-
tion, d.h.

Tpt1 = p(zr), == lim zy

k—o0

Weiters gelten die a priori-Abschétzung

|z — | <
1—-¢

|z1 — o

und a posteriori-Abschétzung

|z — x| < 1 oy — x|

—q
Sei ¢ : D — D = D C R" eine Selbstabbildung und eine Kontradiktion
[p(x) — eyl < qlz —y| Va,yeD,g<1

Dann konvergiert die Methode der sukzessiven Approximation, zx41 =
o(x), fiir jedes beliebige 29 € D gegen die eindeutig bestimmte Losung
x € D der Fixpunktgleichung = = ¢(x), und es gibt die a priori-Abschétzung

|£C—xk’ <

< 1_q|£61—370!

Satz Sei ¢ : Ug(0) — R™ Kontraktion mit ¢ < 1 und sei § > 0 derart,
sodass

p(0)] < B(1 —q)
Dann sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes fiir g €
Up(0) erfiillt

e grofiter Haufungspunkt = limes superior

klim ar, = limsup{a;,l > k}

k—o0
e kleinster Haufungspunkt ~ limes inferior

lim ay = liminf{a;,l > k}
k—oo

k—o0

e Zahlenfolge konvergent

< lim a; = lim az
k—o0 —00
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